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Vorläufig erstmal noch keine Analyse und Optimierung des Phasenrauschens. Statt dessen 
lineare Vierpoltheorie des gekoppelten
System V (Verstärker) und R (Rückkopplungsnetzwerk).

Es muß dann nach Meinke/Gundlach und überhaupt Yges = YV + YR sein. Die Pole liegen bei det
(Yges)(s) = 0.

Wir fangen also an mit dem Rückkopplungsnetzwerk nach Meinke/Gundlach G43(19).

?Syrup

wi th(Syrup) ;

l d s : = [ V 1  & / /  C 1 , L , C 2  & / /  R L  & / /  V 2 ] ;

Man beachte, daß im folgenden Diagramm, wenn man einen Transistor in Basisschaltung als 
Verstärker ergänzt, folgende Anschlußbelegung des
Vierpols herrscht:
1: Masse (Basis), Masse links: Emitter
2: Kollektor, Masse rechts: Masse (Basis)

Der Lastwiderstand liegt also anders als beim zweiten Beispiel zwischen Kollektor und Masse, das 
Signal wird "unterhalb" der Spule abgegriffen.
Außerdem dienen die Rückkopplungskondensatoren C1 und C2 auch als eigentliche 
Schwingkreiskondensatoren. Der Kondensator C3 aus
dem zweiten Beispiel weiter unten (der sonst üblich ist) fehlt hier.

draw( lds ) ;
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s y r u p ( l d s , a c , ' c u r r ' ) ;

c u r r ;

s u b s ( c u r r , [ i [ V 1 ] , i [ V 2 ] ] ) ;

c o l l e c t ( % , [ V 1 , V 2 ] ) ;

map(zz -> [coe f f ( zz ,V1 ) ,coe f f ( zz ,V2 ) ] ,%) ;
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Die Matrix Yr stimmt mit den Erwartungen aus Meinke/Gundlach  G43(19) überein. Lediglich das 
Vorzeichen ist umgekehrt, da bei Syrup
die Ströme über V1, V2 nach Masse laufen, also aus dem Vierpol heraus. Nach der üblichen 
Vierpoltheorie sind aber die
hereinlaufenden Ströme zu nehmen.

Yr:=matr ix(%);

Die Admittanzmatrix Yv des Verstärkers (Eingangsspannung steuert Ausgangsstromquelle mit Steilheit
S, Eingangswiderstand unendlich,
Ausgangswiderstand 0) stellen wir ohne Syrup von Hand auf:

Y v : = m a t r i x ( [ [ 0 , 0 ] , [ S , 0 ] ] ) ;

w i t h ( l i n a l g ) ;

Yges:=evalm(Yv-Yr);
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detYges:=det(Yges);

detYgesPol:=numer(detYges);

  Wir wählen ein paar Bauteilwerte:

vals:=[L=20e-9,RL=10e3,C2=4.7e-12,S=1];

loes:=[so lve(eva l (eva l (detYgesPol ,C1=n*C2) ,va ls ) ,s ) ] :

w i t h ( p l o t s ) ;

In der folgenden Grafik erkennen wir beim Variieren der Grenzen von n, daß sich bei kleiner 
werdendem n die Striche (die die Pole markieren)
immer weiter von der 0 entfernen. Man beachte, daß die komplexe Ebene hier eine s-Ebene ist. Das 
heißt der Realteil regiert die Aufschaukelung
und der Imaginärteil die Frequenz. Es nimmt also mit kleiner werdendem C1 die Frequenz zu und die 
Neigung zur Aufschaukelung ebenso.
Dies entspricht auch der Intuition: Kleinere Kapazität, also höhere Frequenz. loes[1] ist eine 
aussterbende Schwingung mit kleiner Frequenz.

complexplot ( loes,n=1. .100) ;
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Jetzt wenden wir uns der vollen Colpitts-Topologie für das Rückkopplungsnetzwerk zu:

Es wird noch ein Kondensator C3 parallel zu L ins Spiel gebracht, außerdem (nach TS) noch der 
Dämpfungswiderstand RP im Parallelschwingkreis.

Bitte immer im folgenden beachten: Obwohl mein laufender Vergleich das Beispiel aus 
TS p.1512 ff.  ist, heißen die Kondensatoren dort (von oben)

C1 C2 C3 

bei mir aber

C3 C2 C1

(Das ist keine Bosheit, sondern liegt daran, daß ich die Bezeichnungen aus dem oberen 
Beispiel, daß sich auf Meinke/Gundlach bezieht, beibehalten wollte).
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Wieder ist:

rechts oben 2: C und Masse rechts unten: E
links oben 1:B und Masse links unten E

C1 ist der untere Kondensator im Spannungsteiler der Rückkopplung von C nach E
C2 ist der obere Kondensator

l d s 1 : = [ V 1  & / /  C 1 , L  & / /  C 3  & / / R P , C 2  & / /  V 2 ] ;

draw( lds1) ;
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s y r u p ( l d s 1 , a c , ' c u r r 1 ' ) ;

c u r r 1 ;
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e v a l ( [ i [ V 1 ] , i [ V 2 ] ] , c u r r 1 ) ;

m a p ( z z - > [ c o e f f ( z z , V 1 ) , c o e f f ( z z , V 2 ) ] ,(20)) ;

Yr1:=matr ix(%);

Y r 1 r e v : = m a t r i x ( m a p ( z z - > [ c o e f f ( z z , V 2 ) , c o e f f ( z z , V 1 ) ] , e v a l ( [ i [ V 2 ] , i
[ V 1 ] ] , c u r r 1 ) ) ) ;

Yges1:=evalm(Yv-Yr1);
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Yges1det:=det(Yges1);

Yges1detPol:=numer(Yges1det);

with(Groebner);

Jetzt kommt die entscheidende Überlegung:

Wir setzen das Polynom det Y(s) = g(s) gleich einem Polynom h(s) = B*(s+I*A+eps)*(s-I*A+eps)*(s-
X), das ausdrückt, das in g(s)=h(s) zwei konjugiert
imaginäre Nullstellen nahe der reellen Achse vorhanden sein sollen, die mit eps->0 gegen diese Achse 
wandern und an solchen s = A ankommen,
die die Zielfrequenz des Oszillators beschreiben.

expand((s+I*A+eps)* (s- I *A+eps)) ;

collect(Yges1detPol-B*(s^2+A^2+2*s*eps+eps^2)*(s-X),s);

c f s : = c o e f f s ((29), s , ' t r m s ' ) ;

t rms;
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Wir haben offensichtlich vier Gleichunngen zur Verfügung, aus denen wir A, B und X, unsere 
Hilfsgrößen, eliminieren.
Es bleibt eine Gleichung zurück Q(s,eps), die die restlichen Größen miteinander verknüpft. Wir nennen 
sie die "Mastergleichung"
Weitere Nebenbedingungen sind: X, B reell. B reell ist, wie man unten sieht, immer erfüllt.

Q(s,0) = 0 liefert eine Bedingung, die C1 und C2 miteinander verknüpft, und, wie untenstehende 
Rechnungen zeigen, auch zu
realistischen Werten für C2/C1 führt.

eqsBed:=e l iminate ( {c fs} , {A ,B,X} ) ;
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Nur für eqsBed[2] ist A < 0 möglich!

eqsBed[2];
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Wir leiten jetzt durch Entwicklung um eps=0 her, daß der Schwingkreis näherungsweise tatsächlich 
durch L und C = C3 + C1*C2/(C1+C2) bestimmt wird.

e v a l ( A ,(33)[ 1 ] ) ;

ser ies(%,eps=0,2) ;

coe f f (%,eps ,0 ) ;

fA:=simpl i fy(%,symbol ic) ;

Cxval :=solve( fA=1/sqrt (L*Cx) ,Cx) ;

conver t (Cxval ,par f rac ,C3) ;

l i m i t ((39), R P = i n f i n i t y ) ;

conver t ((40), p a r f r a c , C 3 ) ;
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m e r i t : = c o e f f ((35), e p s , 1 ) ;

master:=eqsBed[2][2] [1] ;

eval (master ,eps=0);

loesC2:=solve((44), C 2 ) :

v a l s 1 ;
vals1

In valsTS sind Werte aus TS Abb 26.25 festgehalten. C1 und C2 bleiben offen, die sollen aus der 
Mastergleichung
berechnet werden.

valsTS:=[L=100e-9,C3=21.9e-12,RP=5e3,S=100e-6/26e-3];

Jetzt erproben wir die Mastergleichung:

solve(eval( [eval (master ,eps=0)=0,102e6=1/(2*Pi*sqrt (L*(C3+C1*C2/
(C1+C2) ) ) ) ] , va lsTS) , {C1 ,C2} ) ;
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eva l f (eva l (eva l (1 / (2 *P i *sqr t (L* (C3+C1*C2/ (C1+C2) ) ) ) ,va lsTS) , [C1=
15 .5e -12 ,C2=2 .7e -12 ] ) ) ;

e v a l f ( e v a l ( 1 / ( 2 * P i * s q r t ( L * C 3 ) ) , v a l s T S ) ) ;

Wir untersuchen noch kurz die Realität von X:

eva l (X ,eqsBed[2 ] [1 ] ) ;

Man erkennt, daß X nicht nur immer reell, sondern sogar auch in 0-ter Ordnung in eps, wie 
erforderlich, negativ ist.

ser ies(%,eps=0,3) ;

Nun zum Barkhausen-Kriterium. Wir brauchen den LoopGain bei der Nennfrequenz s = +A,-A

eva l (A ,eqsBed[2 ] [1 ] ) ;

s e r i e s ((52), e p s = 0 , 2 ) ;
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A0:=coef f ((53), e p s , 0 ) ;

A0:=simpli fy(A0,symbolic);

A01 := l im i t (A0 ,RP= in f in i t y ) ;

evalm(Yges1);

Wir wollen den open-loop Gain berechnen und mit der Formel aus TS vergleichen

w i t h ( i n t t r a n s ) ;

?laplace

Die Laplace-Transformation des Dirac-Impulses ist natürlich 1:

l a p l a c e ( D i r a c ( t ) , t , s ) ;
1

valsTS;
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valsTSal l :=[op(valsTS) ,C1=15.5e-12,C2=2.7e-12];

Ein kurzer Ausflug in die Belevitsch-Matrizen (Kupfmüller), um B direkt aus Y herzuleiten:
(MM ist die sogenannte Belevitsch-Matrix)

M M : = m a t r i x ( [ [ 1 , 0 , - y 1 1 , - y 1 2 ] , [ 0 , 1 , - y 2 1 , - y 2 2 ] ] ) ;

eva lm(MM &*  vec tor ( [ I1 , I2 ,U1 ,U2] ) ) ;

eqx:={%[1] ,%[2]} ;

s o l v e ( e q x , { U 1 , I 1 } ) ;

a a 1 : = s i m p l i f y ( e v a l ( [ U 1 , I 1 ] ,(65)) ) ;

A A : = m a t r i x ( [ [ c o e f f ( a a 1 [ 1 ] , U 2 ) , - c o e f f ( a a 1 [ 1 ] , I 2 ) ] , [ c o e f f ( a a 1 [ 2 ] ,
U 2 ) , - c o e f f ( a a 1 [ 2 ] , I 2 ) ] ] ) ;

BB:=evalm(AA^(-1));

evalm((68)̂ ( - 1 ) ) ;
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Wir definieren zur Bequemlichkeit (für ganz weiter unten) eine Funktion par(a,b)=(1/a+1/b)^(-1)

p a r : = p r o c ( a , b )  1 / ( 1 / a + 1 / b ) ;  e n d ;

Wir definieren computeB um B aus Y herzuleiten. Dazu schreiben wir den Inhalt von BB oben ab.
Ebenso computeA:

computeB:=proc(Ymat)  s impl i fy(matr ix(  [ [ -Ymat[1 ,1] /Ymat[1 ,2] ,
1 / Y m a t [ 1 , 2 ] ] ,
[ - d e t ( Y m a t ) / Y m a t [ 1 , 2 ] , - Y m a t [ 2 , 2 ] / Y m a t [ 1 , 2 ] ] ] ) ) ;  e n d ;

computeA:=proc(Ymat)  matr ix( [ [ -Ymat[2,2] /Ymat[2,1] , -1 /Ymat[2,1]
] , [ d e t ( Y m a t ) / Y m a t [ 2 , 1 ] , - Y m a t [ 1 , 1 ] / Y m a t [ 2 , 1 ] ] ] )  e n d ;

Hier brechen wir die Versuche ab, aus der Vierpoltheorie direkt den Loop-Gain LG mittels 
Matrizenrechnung herzuleiten (Hat alles nicht geklappt).

Statt dessen gehen wir direkt vom Schaltbild aus und nehmen wieder Syrup zu Hilfe:

?Syrup

l d s 1 1 : = [ ( C 1  & / /  R E  & +  V 1 )  ,   C2& / /  G 1 ( 1 , 2 , S ) ,  L  & / /  C 3  & / /  R P  ]
;

p r in tdeck ( lds11 ) ;
`
C 1  1  2  C 1  i c = 0  
C 2  1  3  C 2  i c = 0  
C 3  3  0  C 3  i c = 0  
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G 1  1  3  1  2  S  
L  3  0  L  i c = 0  
RE 1 2 RE 
RP 3 0 RP 
V 1  2  0  V 1  
. e n d `

Im folgenden Bild ist: Basis B unten, Emitter E oben links, Kollektor C oben rechts.

draw( lds11) ;

1

C1 RE

2

V1

C2

G1 (v1-v2)*S

3

L C3 RP

s y r u p ( l d s 1 1 , a c , ' c u r r ' ) ;
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L G : = e v a l ( v [ 3 ] / ( v [ 1 ] ) ,(74)) ;

LG:=simpli fy(LG);

LGopen:=LG;

Wir nehmen den LoopGain bei der Resonanzfrequenz. Der Parameter, den wir nachher studieren 
wollen ist LG(nC) mit nC = 1 + C1/C2

eval(LGopen,s=-I*A01);



(12)(12)

(74)(74)

(47)(47)

(79)(79)

(25)(25)

(81)(81)

(53)(53)

(19)(19)

(78)(78)

(80)(80)

(32)(32)

(33)(33)

s i m p l i f y ((78),assume=posit ive);

Wir ersetzen jetzt C3 durch C C2 C1 und C2 dann durch nC C1:

s i m p l i f y ( e v a l ( e v a l ((79),C3=C-C1*C2/(C1+C2)),C2=C1/(nC-1)),assume=
p o s i t i v e ) ;

Jetzt rechnen wir den quadrierten Betrag des Open-Loop-Gain aus (quadriert, um keine Wurzeln 
mitzuschleppen):

LG1:=simplify(abs((80))^2,assume=posit ive);
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Ein kleiner Zahlentest, ob wir überhaupt richtig liegen:

v a l s T S a l l ;

RE ist 1/S und S ist ICA = 100uA/UT mit UT=26mV Temperaturspannung.

1 / ( 1 0 0 e - 6 / 2 6 e - 3 ) ;
260.0000000

eval (eva l (sqr t (LG1) ,va lsTSal l ) , [C=eval (C3+(C1*C2/ (C2+C1) ) ,
v a l s T S a l l ) , R E = e v a l ( 1 / S , v a l s T S a l l ) ] ) ;

Das sieht (endlich) gut aus:

p l o t ((84), n C = 0 . . 3 3 ) ;
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Die Grenzwerte stimmen auch(!):

l im i t (LG1, n C = i n f i n i t y ) ;
0

l imi t (LG1,nC=0) ;
0

LG11:=simplify(eval(LG1,S=1/RE),symbolic);
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c o l l e c t ( L G 1 , [ n C ] , z z - > f a c t o r ( z z ) ) ;

c o l l e c t ( s i m p l i f y ( e v a l ((88), L = w / C ) ) , [ n C ] , f a c t o r ) ;

q q : = ( z z ) - > c o l l e c t ( z z , [ n C ] , f a c t o r ) ;

qq((89)) ;

denom((91)) ;

qq((92)/ w ) ;
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und das soll jetzt ungefähr proportional zu (nC^2 RE + RP)^2 sein (TS, (26.12)) (Na ja..)

jetzt noch S ~ 1/RE benutzen (TS, pp.1512, Textzeile 5 v.o.)

q q ( s i m p l i f y ( e v a l ((93),S=1/RE) ,symbol ic ) ) ;

ts ts ts...

Jetzt rechnen wir mal die kurze Bemerkung aus TS, p.1511, (26.11), vorherg. nach, nachdem sich
"rE mit dem Teilerfaktor nC = 1+C3/C2 an den Schwingkreis transformiert". Was soll das überhaupt 
heißen?

Wir gehen erstmal von der Schaltbildtransformation in Abb. 26.25 aus und bemerken, daß die Aufgabe 
darin besteht
RP' so zu bestimmen, daß die Impedanz parallel zur Stromquelle oben und unten in der Abbildung 
gleich ist.

Der Witz ist, daß das natürlich gar nicht geht, weil es sich ja bei den Impedanzen um *Funktionen von 
s* handelt.
Diese sind unten mit Zx (für die obere Schaltung) und Zx1 (für die untere Schaltung) benannt.

Sogar die Grade der Nennerpolynome sind verschieden!
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Achtung: Hier heißen die Kondensatoren wirklich so, wie im TS, p.1512 ff.

p a r ( a , b ) ;
1

Z x : = p a r ( L * s , p a r ( R P , p a r ( 1 / ( C 1 * s ) , ( 1 / ( C 2 * s ) + p a r ( 1 / ( C 3 * s ) , r E ) ) ) ) ) ;

Zx1:=par(L*s,par(RP1,1/ ( (C1+C2*C3/(C2+C3))*s) ) ) ;

Aber unverdrossen entwickeln wir die Differenz Zx - Zx1 in s um Unendlich und passen nur die 
niedrigste Potenz an:

s e r i e s ( n o r m a l ( Z x - Z x 1 ) , s = i n f i n i t y , 4 ) ;
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Hier haben wir diese Potenz (1/s^2) isoliert:

normal(op(1,(98)) * s ^ 2 ) ;

Wir setzen gleich Null und lösen nach RP1 (= RP')  auf:

s o l v e ((99), R P 1 ) ;

f a c t o r ((100)) ;

Ein kleiner Maple-Trick erlaubt uns, nC nach der Formel aus dem TS einzuführen. Und es ergibt sich 
(Tusch!) die Beziehung (26.11):

s i m p l i f y ( s i m p l i f y ((101),{(C2+C3)^2=nC^2*C2^2}));
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Ab hier noch ein bißchen altes Zeug:

Mit folgender Auflösung "entkoppelt" Tietze-Schenk alle drei C1,C2,C3 voneinander. Man beachte, 
daß C (so TS) die Frequenz (ungefähr)
bestimmt und (wieder TS) nC den Betrag und kC die Phase der Schleifenverstärkung. (Muß noch 
nachgeprüft werden).

solve({C=C1+(C2*C3)/(C2+C3),1+C3/C2=nC,1-C1/C=kC},{C1,C2,C3});

f a c t o r ( % ) ;

eval(C1+(C2*C3)/(C2+C3),[C3=n*C2]);

normal(%-C1);

Damit also C1 maßgeblich die Resonanzfrequenz bestimmt, sollte (39) klein gegen C1 sein. Also z.B. 
C2 gleich min(C1) und dann noch n so klein wie möglich.
Kann aber auch groß werden, falls nötig, da (39) nie größer als C2 wird. Also muß man vor allem bei 
C2 ansetzen um eine weite Frequenzaussteuerbarkeit
bei Wahl verschiedener C1 zu haben. (n > 1 ist eine typische Dimensionierung, man schwächt damit die
Schleifenvestärkung und erhöht die
relative Kreisgüte (TS)).

solve({C=C1+(C2*C3)/(C2+C3),1+C3/C2=nC,1-C1/C=kC,Csum=C2+C3},
{nC,kC,C,C3}) ;
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solve({C=C1+(C2*C3)/(C2+C3),C3=n*C2,C2+C3=Csum},{C,C2,C3});


