GEDANKEN
Korrespondenzen und Polynome

Parametrisierte Familien Es sei
k[x;,t;13 Fy(x;, ;) und F CA™ x; A" = X x;. T =Spec(k[x;, t;])

ein System von Polynomen und ein dadurch gegebenes abgeschlossenes Unter-
schema F = V(F,). Die t; seien erstmal als Parameter zu denken.
Wir suchen eine Zerlegung von
T=UT,

so daf genau auf jedem 7T, eine Gleichartigkeit der Fasern

F=V(E),
fiir t € T, herrscht.
Im Idealfall wiinschen wir uns, daR die T, semialgebraische Mengen oder konstru-
ierbare Mengen sind.

Eigenschaften Eigenschaften, nach denen man stratifizieren konnte, gibt es ge-

nug:

1. F, isomorph zu F, fiir t, ¢’ € T, im Sinne von
a) Isomorphie als k-Varietdten
b) Isomorphie als k-Varietéten.

c) Birationale Isomorphie.

d) Isomorphie als analytische Varietédten.
e) Isomorphie als topologische Rdiume
f) Isomorphie als homotope Rdume.

. F, hat genau k Urbilder fiir ¢ € T}, (evtl. als Linge von F, gezdhlt.)

. F, hat genau k irreduzible Komponenten fiir ¢ € T..

. F, hat Dimension k fiir ¢ € T..

. F, istflach tiber T, fiir t € T, (genauer: F;, = V(F,)y, ist flach tiber T,).

. F, hatinnerhalb von ¢ € T, , dieselben Priméridealtypen® (was hei3t das tiber-
haupt, bei f(x,..., x,,, £) =0, einer Hyperfldche ist es klar, allgemeiner miilte
man es erst definieren).

7. F, hatinnerhalb von t € T,, , dieselben Singularitéten®. Hier ist noch weniger
klar, was das tiberhaupt heifen mag. Ein Ansatz 0-ter Ordnung wiére: , Ist nicht-
singuldr” vs. ,Ist singuldr”

8. Fiir t,t’ € T, infinitesimal benachbart, ist F, immer in F,, deformierbar.

Man muss hier immer die Félle diskreter Moduli (endlich oder abzéhlbar viele Klas-

sen T,) oder kontinuierlicher Moduli (endlich viele G, € k[7;, u;] und endlich viele

Hy,(u,) € k[ug] wobei die ug ,implizite Invarianten* fiir die ; sind) unterscheiden.
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Kubische Kurven Ein Beispiel fiir kontinuierliche Invarianten wire etwa
F(x,y,a,b)=y*>—(x*+ax+b)=0

als unsere Funktion F =0, dabei sind x, y die x; und a, b die ¢;. Der Modulraum

k{t;, us)ist k[a, b, j] mit der Funktion G(a, b, j)= j(4a®+27b?)—17284a* (Funk-

tionen Hj,(u,) gibt es hier nicht).

Man muss den Raum k[a, b] aber noch zerlegen in T; = (4a®+27b2) #0 (elliptische

Kurven) und T, = (4a® +27b?)=0, a # 0) (nodale Kurven) und T; = (4a® +27b?%) =

a =0) (cuspidale Kurven). Der Modulraum (k[a, b, j], G) unterteilt dann nur den

Teilraum T; weiter.

Ein hypothetischer Algorithmus sollte die Aufteilung von T in T3, T, T selbstdndig

finden und auch den Modulraum k[a, b, j] fiir T} mit der impliziten Invariante

G(a, b, j).
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also die F,(x;, £;) homogen in den x;, so hat man eine Kodaira-Spencer-Abbildung
K, :T,T— H'(F, J5) =Ty, (M)

wobei ./ der Modulraum der F, ist.

Fiir jede algebraische Invariante u(t;), die von T — ./ herkommt ist

kerdu(t;)|, 2 ker K;.

Das System der linearen Unterrdume ker K; definiert ein System linearer PDEs

auf (¢;) deren Losungen die algebraischen Invarianten u(z;) sind, die wir oben

gesucht haben.

Kodaira-Spencer Wenn, etwas allgemeiner V(F,)=F CP}], , projektiv liber T ist,

Kodaira-Spencer Beispiel Es sei T =Spec(k[a, b])=Spec(A) und P =P% mit P =
proj(A[X, Y, Z]) und weiter X = V(F)CS P mit F = F(a, b, X, Y, Z), zum Beispiel
F=Y*Z—-(X}+aXz?+b2Z%
Wir haben die Sequenz
0— *Qp — 0y — Qyr — 0

und die Dualisierung #om(—, Ox)
M 0— Ty — Ty — 1Ty —0
Das Diagramm fiir die Faser bei ¢ € T ist

X <]— X;

l/n lﬂ/

T -~ t
Wenden wir j*(—) auf die Sequenz (1) an, so entsteht

0— Ty, 1 = Tx ®g, Ox, = T1,, ® Ox, =0

Die lange exakte Sequenz liefert

@ H(Tx 8, Ox )25 T, 0 HO(0x, )5 H' (T, )

wobei K; die Kodaira-Spencer-Abbildung ist und 1) eine Surjektion auf ker K;
liefert.

Wollen wir also ker K, als im1), ermitteln, miissen wir Jx explizit beschreiben: Es
ist zunéchst

3) 0— Tx — Tp ®,, Ox — Hom(F/.9%, 0x)
wobei .# die Idealgarbe F Op ist.

Es ist weiter P = T x; P; und damit
(4) Qp :Pl*QT@PZ*QPi
Mit der Eulersequenz 0 — p: — Gp2(—1)* — Gp. — 0 und ihrer Dualisierung erhal-
ten wir
B Tp=p;Tre p;,%i =

=0p8,+ Op0y +(0p(1)0x + Op(1)0y + Op(1)3,)/ Op(XOx + YOy + Z 3 Z)
Mit dieser Darstellung als explizite Vektorfelder erhilt man fiir H%(Jy) aus der
Sequenz (3) die Darstellung als Kern der Abbildung
(6) veH (T 0x)— vFF
und wir haben konkret
(7)) Tp®0x =(0x0,+ Ox0p+

Ox(1)0x + Ox(1)0y + 0x(1)0,)/ Ox(X0x + Y Oy + Z3,)

Man kann dies als
(8) 0L —>W—->Tp®0x —0
schreiben und dann das Diagramm aus (3)

© 0—> IT( —— HO(W)/H\(L) —5 HY(0x(d))
0 K’ HY(#) —" HY\(0x(d))

betrachten. Es ist dann K = Zx und (Kg*)= H%(Tx).
Die Projektionen von K, und K; auf Ad, + AJ, sind identisch, soda wir anstelle
K, zu bestimmen auch das einfachere K; verwenden konnen, wo keine Quotien-
tenbildung vorkommt.
Aus der Sequenz
10) 0— Op(—d + )= Op(e)— Oy(e)— 0
erhalten wir hier mit d =3 und e =0, 1 die Gleichheiten
(11) H%0y)=H"0p)=A=k[a,b], H°0x(1)=H’0x(1))=XA+YA+ZA
Damit sind die Vektorfelder v € H°(/) in immer von der Form
(12) v=Ad0,+Ad,+

+(AX+AY +AZ)0x +(AX + AY + AZ)0y + (AX + AY + AZ)0,
oder mit Funktionen geschrieben

(13) v=w,(a,b)d,+ wy(a,b)d,+

+wx(a,b;X,Y,Z)0x +wy(a,b; X,Y,Z)0y + wy(a,b;X,Y,Z)0,
wobei die wy, wy, w, linear und homogen vom Grad 1 in X, Y, Z sind.
Diese Elemente v die angewandt auf F dieses annullieren, also v - F = 0 erge-
ben, sind, projiziert auf Ad, + AJ, = Jr gerade die Kerne der Kodaira-Spencer-

Abbildungen K;.

Wir erhalten diese w,, wj, also als Teile der Losung des Systems linearer PDE
(14) vEF=0

(15) (Wa)x,(Wa)y,(we)z =0

(16) (wp)x, (wp)y,(wp)z =0

an wX=Xw}(‘(a,b)+ Yw;('(a,b)-k—wa(a,b)
(18) wy =Xwy(a,b)+Yw) (a,b)+Zwj(a,b)
(19) w;=Xwy(a,b)+Yw)(a,b)+Zw}(a,b)
@0 (W), (wy)y, (wy), =0
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@) (w)x(w))y,(wy), =0

Man kann dieses System zum Beispiel mit einem Computeralgebrasystem zu l6sen
versuchen, das System Maplefindet im Beispiel die gewiinschte Losung, Gleichung
%\%[z)n braucht hier natiirlich eigentlich kein System von LPDE l6sen, man setzt ein-
fach alle w,, wy, w}(‘ . wZZ als Funktionen von a, b an und berechnetin v+ F =0
alle Koeffizienten c; i (a, b) von X 1yiZz¥. Sie bilden ein System von Syzygienglei-
chungen fiir die w,, wy,, wj(( Yeens wZZ, das man mit tiblichen Grobnerbasismethoden

16sen kann.
Man erhilt (auf die eine oder andere Weise):

(23) (w0, + w,0,)G=2a0,G+3b0,G=0
als Bedingung fiir eine Invariante G = G(a, b). Die allgemeine Losung dieser Be-
dingungsgleichung ist

b

(24) e

Gla,b)=g(—7)

und in der Tat ist die bekannte j-Invariante j = 6912@ rational durch die
Invariante b?/a® ausdriickbar.

Kodaira-Spencer allgemein Im allgemeinen ist X CP}. =P mit T = Spec(k[ t j]) =
Spec(A)und X = V(F,(X;, t;)) mita =1,...,s. Esist dann

(25) S=AXy,....,X,l, I=(F,....E), R=S/I
und
(26) P =proj(S), X =proj(R).

Der Korrektheit halber nehmen wir an, daf X nichtsingulér ist, damit die Sequenz
(27) 0—.7/.9% = Qp; ®Qx — Q. — 0

eine exakte Garbensequenz ist.
Wir benutzen wieder die Sequenz (1), die uns jetzt zwingt, in (3) den Ausdruck
H°(Jy) zu berechnen.



Wir schreiben daher (3) als
©8) 0—N = (> RE, + Y R1)3x,)/R(>. Xidx,) 2, Hom(I/I%,R)
J i i

und beachten, daff unter Anwendung von (O, der Garbifizierung, man die Sequenz
(3) zurtickerhilt. Insbesondere ist fiir

Dp=(D R, + Y R(1)3x)/R(Y_ X;0x,)
J i i

immer Dp = 75 ® 0x.
Nunist ¢ : M = R(—d,)e, — I/I? mit ¢(e,) = F, + I> und d, = degy F, eine
Surjektion, so daf wir (28) auch umschreiben kénnen als

29) 0—N— (> R3, + > R(1)3)/R(>_X;0x,) 2, Hom(M, R)
J i i

wobei

(30) 5,(ar,)'_ ¢(ev):atj Fv

3D &'(0x,)F ple,)=0xF,

ist.

Damit haben wir alle Terme und Abbildungen in der Sequenz (29) geklart und
kénnen mit den iiblichen Techniken wie sie Macaulay?2 bereitstellt H°(sheaf(—))
auf die Modulsequenz (29) anwenden und H(Ty) explizit als Untermodul N von
(32) Tp = H(Dp)

erhalten.

Anschliefend projizieren wir dann die Erzeuger von Tp, die im Kern von ¢’ liegen
einfach auf HO(Y ; Ralj ) wie wir es auch im Spezialfall einer einzigen Hyperflache
getan haben.

Um dies rechnerisch umzusetzen, also vor allem H°(N) und die Projektion auf A™
zu berechnen, benutzen wir die Beziehung

(33) Homg(B?,N)y=H"(X,N)

mit dem irrelevanten Ideal von R, also B =(X,...,X,)S R

Wir fithren die Abbildung py : N — R™ = R, +---+ R0, , die Abbildung auf die ers-
ten m Komponenten, den Raum in dem die gesuchten Vektorfelder leben, ein und
wenden auf sie den Funktor Homy(B9,—) an und erhalten py : Homg(B7,N) —
Hompg(B7,R™).

Es sei dann G = Hompg(BY, N), ein System von A-Erzeugern der 0-Komponente
mit der Projektionsabbildung p; : G — Hompg (B9, N).

Weiter sei i : B — R die Inklusion und 1 : Homg(R,R™) — Hompg(B7,R™) die
Anwendung von Hompg(—, R™) auf i.

Alles zusammen haben wir das Diagramm

(34) Homp(R, R™) —= Homg (B9, R™)

u Pu
G = — "5 Homg(B7,N)

Die Abbildung u gibt uns die Erzeuger der gesuchten Vektorfelder in A™ = Ad, +
---+Ad, , die letztlich von HO(P, N)= H(P, ) herkommen.

Anwendungen Hitte man einen Algrithmus, der einem solche Stratifizierungen
auswirft, kénnte man vieles entscheiden:

1. Ist F,(x;, y;)= 0 der Graph eines Morphismus von X’ € X nach Y’ € Y?

2. Tst F,(x;, y;)= 0 ein Isomorphismus von X’ € X und Y’ C ¥?

Im Fall 1. iberpriift man ob X’ in einem Flachheitsstratum liegt, also Fy, flach tiber
X’ istund ob X’ im Stratum aller nulldimensionalen Fasern der Linge 1 liegt.

Im Fall 2. wendet man die Kriterien von 1. auch ,riickwérts“an.

Damit miifte man dann sehen kénnen, daB 2 — u, 3 — v keinen Isomorphismus
zwischen A} und V(u® —v?) C A? | stiftet.

Weitere Triume

Ein Buch mit dem Titel ,Von der Buchstabenrechnung zur Grébnerbasis“ in der die
gesamte algebraische Geometrie auf Polynome F(x;, y;, ..., 2;) = 0 zuriickgefiihrt
wird (,Buchstabenrechnung®) und alle algebraischen ,Pradikate als Ergebnisse
von algorithmischen Rechnungen (im Kern immer Gronerbasen) auftreten. Elimi-
nationstermordnungen und Quantifier-Elimination spielen eine grof3e Rolle.

Ein Vektorbiindel ist ein System (x;, ;) mit F,(x;) = 0, eine Abbildung von Vektor-
biindeln ein System (x;, ¢}, yx, ui) mit G, (x;, £}, yx, ux) =0, das in £; und uy linear
ist. Projektive Schemata werden durch F,(x;, y;, z¢) = 0 dargestellt, die in jeder
Gruppe x;, y;, zx homogen sind.

Statt Komplettierungen kommen Potenzreihenentwicklungen zum Einsatz. Wie
weit mag man mit alldem wohl kommen? ,It’s a long long way to Tipperary...“.
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