ALGEBRAISCHE ZAHLENTHEORIE
Algebraische Grundlagen

Proposition 0.1. In einem Ring A gilt:
1. EsseipCA, primundp2a,-----a,. Dannistp 2 a; fiireini.
2. EsseiaCp,U---Up, undp; prim. Dann ista Cp; fiireini.
3. Esseia;+a;=(1)fiirl<i# j<n.Dann ist
0—a;---- a, 2 A—Ala; x---xAla, =0
exakt und deshalb aucha, - ---- a,=a;N---Na,.
Proposition 0.2. Es sei A ein Ring und M ein A-Modul. Dann ist dquivalent

a) Jede aufsteigende Untermodulkette M, C M, C --- M wird stationdir.

b) Jeder Untermodul N C M ist endlich erzeugter A-Modul.

¢) Jede nichtleere Menge # von Untermoduln M 2 N € _/ enthdlt ein maximales
Element.

Definition 0.1. Erfiillt ein A-Modul M die vorigen dquivalenten Bedingungen, so
heifst er noethersch. Ist A als A-Modul noethersch, so heifst A noetherscher Ring.
Proposition 0.3. In einer Sequenz von A-Moduln 0 - N’ — N — N” — 0 ist
dquivalent

a) N ist noethersch.
b) N’, N” sind noethersch.

Beweis. Es ist fiir eine Kette (N;) immer exakt
0— (N1 NN)/(N; AN') = Nipy /N; = (Nigy + N')/(N; + N') = 0

Theorem 0.1. Es ist dquivalent

a) A ist noethersch.
b) Alx] ist noethersch.

Beweis. a) nach b): Fiir ein Ideal I € A[x] nehme das A-Ideal a, das von allen a f inA
gebildet wird, fiir die es ein f =a,x™ +Z;':01 a;x/ €I gibt. Das Ideal a hat endlich
viele Erzeuger ay, ..., ay . Die f, erzeugen I bis auf Polynome g mit degg < n fiir
ein n, > 0. Diese werden aufgrund einer analogen Uberlegung auch von endlich
vielen gy,..., g, erzeugt. Also I =(f,, g,)-
Lemma0.1. Es sei A ein noetherscher Ring. Dann liegen tiber jedem Ideal a C A nur
endlich viele minimale Primideale.
Beweis. Es sei a das maximale Ideal, das die Bedingung nicht erfiillt. Dann kann a
nicht selbst prim sein. Es gibt also f g € amit f, g ¢ a. Uber (a, f)=a, und(a,g)=a,
liegen jeweils endlich viele minimale Primideale.
Umgekehrt ist 2 a 2 a;a, so ist 2 a; oder q 2 a,. Ist ¢ minimal iiber a, so ist es
umsomehr minimal tiber dem a;, das es enthélt. Also sind endlich vielen minimalen
Primideale iiber den a; eine Obermenge der minimalen Primideale {iber a.
Ganze Ringerweiterungen

Definition 0.2. Es sei B/A eine Ringerweiterung. Ein Element x € B heifst ganz tiber
A, wenn es eine Gleichung

" +ax" '+ ta,=0
mita; € A erfiillt.
Ein Ring B/ A heifst ganz iiber A, wenn alle x € B ganz iiber A sind.
Lemma 0.2. Essei M = Am, +---+ Am,, ein endlich erzeugter A-Modul und

x-MCaM

dann existiert ein f(x)=x"+a, x""' +---+a, mita; € a, sodafs f(x)-M =0 ist,
also f(x)€Ann(M).
Beweis. Ist xm; = Zj a;jmj, also P =(6;;x —a; ;) eine Matrix mit P(my, ..., my) =
0, also nach Multiplikation von links mit P,q auch det(P)m; =0, also det(P) = f(x)

Ou

x"+a;x" ' +---+a, ist Annulator von M und q; € a.

Proposition 0.4. Es ist fiir ein x € B/ A dquivalent

a) Alx] ist endlich erzeugter A-Modul.

b) x ist ganz tiber A.

Beweis. Folgt aus dem vorigen Lemma, da 1 € A[x]. O

Lemma 0.3. Istx,y € B ganziiber A, so ist A[x, y] ein endlich erzeugter A-Modul.

Beweis. A[x] ist ein endlich erzeugter A-Modul und weil y auch ganz tiber A[x] ist,
auch A[x, y] ein endlich erzeugter A[x]-Modul. Insgesamt also A[x, y] ein endlich
erzeugter A-Modul. O
Damit sind fiir x, y € B, ganz tiber Aauch x +y, x—y, xy € B alle ganz liber A und
AC B, die Menge der x € B, ganz iiber A ist ein Unterring von B, der algebraische
Abschlufs von A in B.

Proposition 0.5. Ist B/A ganz, so ist fiir ein C /A auch B®, C/C ganz, insbesondere
fiir C =S7'A auch S~ B/S™' A ganz und noch spezieller B, | A,, ganz fiir einp C A,
prim.

Weiterhin ist fiirb € B unda=bNA auch (B/b)/(A/a) ganz.

Proposition 0.6. Ist C/B/A ein Turm von Ringerweiterungen so ist dquivalent:
a) C/Aganz.

b) C/B ganz und B/A ganz.

Proposition 0.7. Es istS—1A, der ganze Abschluf von S A in S™' B gleich S7'(A).

Beweis. Ist b ganz iiber 4, so ist jedes b/s ganz iiber S~' A. Umgekehrt, sei (a/s,)" +
a,/s(a/s)" ' +-+-+a,/s, =0. Man kann dann durch Erweitern der Briiche ein
s finden, so da (a/s)" +aj/s(a/s)" " +---+al/s" =0 gilt. Also s"(a" + aja" " +
---+a;)= 0 mit einem geeigneten s, also (sa)" + sa{(sa)”’1 +---+s"a;, =0und
damit sa ganz iiber A.

Lemma 0.4. Ist B/A ganz und a C A ein Ideal sowie x = aB, so ist x" +a, x" ' +
«-+a,=0mita; €a.
Beweis. Ist x = Z;:l a;bj, so ist mit B’ = A[b,,...,b,] auch xB’ € aB’ und B’

endlich erzeugter A-Modul. O

Korollar 0.1. Ista C A ein echtes Ideal, so ist1 ¢ aB.
Proposition 0.8. Ist B/A eine ganze Erweiterung von Integritdtsringen, so ist dqui-
valent
a) B istein Kérper.
b) A istein Korper.
Beweis. Betrachte f = b"+a, b" ' +---+a,_, b+a, =0.Ist AKodrper, soista’a, = 1
und damit b~! € A[b, a’]. Umgekehrt ist B Kérperund ba =1, soistwegen a”~! f =
0auch b € A.
Definition 0.3. Ist A ein Integritdtsring und A gleich seinem ganzen Abschluf in
K =K(A), so heifst A auch normal.
Proposition 0.9. Ein Ring A mit eindeutiger Primfaktorzerlegung (UFD) ist normal.
Beweis. Essei x =a/bund x" +a;x" ' +---+a, =0,also a" +a;a"'b +---+
an,_1ab"'+a,b"=0.Ist p ein Primteiler von b, so auch einer von a. Widerspruch
zur angenommenen Teilerfremdheit von a, b. O
Theorem 0.2. Ist B/A ganz, so gilt
(1) Uber jedemyp C A, prim, liegt ein q C B, prim mitqN A=yp. (,Lying-over).
(2) Istq, € q, C B, beide prim mitq; NA=p, so istq, = q. (,Incomparability).
(3) Istp; Sp, C A, beide prim und q, € B, prim, mitq, N A=p,, so gibt es ein
42 2 q; mitq, NA=p,. (,Going-Up“).
Korollar 0.2. Ist B 2 A gangz, so istdim B = dim A und die induzierte Abbildung
Spec(B) — Spec(A) ist surjektiv und abgeschlossen, das Bild von V (b) ist V(bN A).
Es sei G eine Gruppe, die auf einem Ring B operiert und es sei A= B¢ C B der
Unterring der x € B mit x8 = x fiirallege G
Ist G eine endliche Gruppe, so ist jedes x € B Nullstelle von f(X)=]] g (X —x8),

einem monischen Polynom in A[X]. Also ist B/ B¢ ganz.
Es gilt dann fiir S € A auch (S'B)¢ = S7(B¢) = S~! A. Man erkennt dies aus der
Sequenz von A-Algebren und A-linearen Abbildungen

¢

0—>A—>B <[], B

Y
mit x — ¢(x)=(x8,...,x8)und x — Y(x)=(x,..., x) und der exakten Lokalisie-
rung—®, S A.
Proposition 0.10. Es seienqy,...,q, € B, prim, die Uberideale vonp C A= BC.
Dann operiert G mitq— g8 transitiv auf den q.,.
Beweis. Durch Ubergang zu A, kann man p, und damit auch q,, maximal anneh-
men. Es seien 93; die Bahnen der Operation von G auf den q,. Wenn es mehr als

eine Bahn gibt, so wihle x € B nach dem chinesischen Restsatz so, dall x =0
(mod q,) fiir die q,, der Bahn %; und x =1 (mod q,) fiir die q, der tibrigen Bahnen.
Esistdann x € qf ~ fiir jedes g und fiir ein q, der ersten Bahn, also x& € q;.
Alsoist z = HgEG x& €q; NA=p. Damit st z € q, fiir jedes q,, insbesondere auch
fiir die Ideale der zweiten Bahn 93,. Also ist auch x8 € g, fiir ein Element g, der
-1
zweiten Bahn %, undeing € G,also x €q5 = q, mit g}, aus %, im Widerspruch
zu x =1 (mod qj).
Proposition 0.11. Es sei B/A ganz, A, B Integritdtsringe und A normal sowie L/ K
algebraisch mit L= Q(B)/K = Q(A).
Weiter seien p, Cp, C A, prim, und q, C B, prim, mitq, N A=yp,. Dann existiert ein
q1 € qa, prim, mitq NA=p;.
Beweis. Nach Lokalisierung mit A,, kann man annehmen, daR yp, = m maximal
und p = p; € m ohne Zwischenideale. Es sei q = q,. Angenommen, es gidbe kein
tC gmittNA=yp. Dann wire qB, das einzige Primideal iiber p B, also fiir jedes
b’ € B, auch b’ € pB,. Wahle fiir b’ = z € m—p. Dann ist z™ € pB,. Es gibt also
ein s € B—q mit (sz)™ €pB, also (nach Umbenennung) sz = b mit b € pB, also
s=Db/z.Esistdann b ganz tiber p und damit auch alle Konjugierten s, ..., s; von
s gleich s; = b;/z mit b; ganz liber p. Es ist also das Minimalpolynom f(x) von s
gleich

M) fx)=(x—s1)-(x—se) = x* + wy (b /2) %"+ + wi((b/2)) =
=xF+o x4t

wobei w,((b;/z)) = w,(b,/z,..., b;/z) die elementarsymmetrischen Funktionen
der b;/z sind. ) )

Esistalso ¢; =d;/z' € Amit d; ganz iiber p und mit d; = ¢;z' € A, also d; €p und
damit auch ¢; € p, denn es ist ja z ¢ p. Also ist s* € pB C mB C q im Widerspruch zu
sé¢q. d

Korpererweiterungen

Es sei L/K eine Korpererweiterung, also der Korper L eine K -Algebra tiber dem

Korper K. Dannist L/K algebraisch,wenn L/K ganz. Weiter sei L/ K endlich, wenn

L ein endlicher K -Vektorraum ist, wir schreiben [L : K]=dimg L, den Grad von L

iiber K.

Eine endliche Erweiterung ist auch algebraisch.

Von den relativen Beziehungen mehrerer Kérpererweiterungen sind folgende grund-
legend:

Der Korperturm
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K
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also der kleinste Kérper M’ € M, der L und E umfaf3t.

Eine Klasse .#" von Kopererweiterungen heilt mit Korpertiirmen vertrdglich, wenn
in einem Korperturm M /L/K die Beziehung M /K € ¢ dquivalentzu M /L,L/K €
A is

Sie helﬁt vertrdglich mit Basiserweiterungen, wenn in einem Diagramm (3) aus
L/K € % immer LE/E € % folgt.

Lemma 0.5. Mit Korpertiirmen und mit Basiserweiterungen vertrdglich sind

1. Endliche Erweiterungen.
2. Algebraische Erweiterungen.

Ein Element a € L heilRe algebraisch iiber K, wenn es ganz iiber K ist. Sind (a; € L)
ein System von Elementen aus L, so sei K((a);) € L, der kleinste Unterkérper ECL,
der K und die a; enthilt. Sind alle ¢; algebraisch {iber K, so ist auch K((@;))/K
algebraisch.

Ist a € L algebraisch, so ist die Sequenz

0—-I—-K[x]— K(a)—0

exakt und damit I = (f(x)) mit einem eindeutigen, irreduziblen monischen Poly-

nom f(x), das Minimalpolynom von a iiber K. Wir schreiben auch f(x) =Irr(a, K, x).

Ist p(x) € K[x] mit p(a) =0, so ist f(x)q(x

Fiir ein irreduzibles f(x) e K[x]ist
L=KI[x]/(f(x)

eine Korpererweiterung L/K, wir nennen sie elementare Korpererweiterung.

Ist f(x) € K[x] ein monisches Polynom so ist entweder f’(x)# 0 oder charK =p

und f(x)=xP™ +Z] —0 @j ixPi, also f(x)=g(xP). Also kann man iiber Charakte-

ristik p immer f(x g(x” ) schrelben mit einem g(x) fiir das g’(x)#0 ist.

Ein Korper E heiISe algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom f(x) € E[x]

iiber E in Linearfaktoren zerfillt, also f(x)=c Hdegf (x—aj)mitc,a; €E ist.

Es sei L = K[x]/(f(x)) eine elementare Erweiterung und f = g(xP") wie oben

mit g’(x) # 0 und ny = degg sowie n; = p* und n = degf, also n=mnmn;.Daf

irreduzibel, ist auch g irreduzibel.

Ist dann E/K eine Erweiterung mit E algebraisch abgeschlossen, so gibt es

ay,...,a, €E,

)=plx).

so dald

s
= l_[(x —a;).
i=1

Wire ein @ = @; = a; mit i # j, so wire a auch Nullstelle von g’(x) # 0. Es ist aber
g(a)=0, also g(x)=1Irr(a, K, x), also g’(x) = g(x)g(x) im Widerspruch zu g’(x) #0.
Zujedem a; gehort ein f; mit ﬁip —a;,sodaB gilt x?' —a; = (x—p;)"’, also letztlich

ns
= Jx=p”

j=1

Lemma 0.6. Isto:L=K[x]/(f(x))— E eine Einbettung, so ist demzufolge o(x) =
B, es gibt also genau ng Einbettungen von L/K in E/K.

Dies ist offensichtlich unabhingig von der Wahl des konkreten algebraisch ab-
geschlossenen Korpers E, entscheidend ist die Zerlegung f(x) = g(x”"), die fiir
Charakteristik 0 immer f(x) = g(x) ist, und fiir die die Wahl des p* im Fall von
Charakteristik p nur von f(x) € K[x] abhéngt.

Proposition 0.12. Ist f,,(x) € K[x] ein System irreduzibler (monischer) Polynome, so
gibt es stets einen Erweiterungskorper L/ K, so dafs in L[ x] jedes f, in Linearfaktoren
zerfallt.

Beweis. Wir konstruieren ihn schrittweise, indem wir ein f = f,, auswihlen und
die elementare Erweiterung L’ = K[x]/(f(x))= K (a) bilden.

In ihr faktorisieren wir alle f, und nennen das so entstandene System aller irredu-
ziblen Faktoren fu/ . Wir nehmen an, dal in den f#’ alle Linearfaktoren weggeworfen
sind, insbesondere x —a von f(x). Also ist Zu degfu’ <Y, degf, und induktiv
gelangt man nach endlich vielen elementaren Erweiterungen zu einem Zerfal-
lungskoérper L/K. O
Theorem 0.3. Es sei K ein Korper. Dann gibt es stets eine algebraische Kérpererwei-
terung E /K mit E algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Wir konstruieren aus dem Korper K einen algebraischen Erweiterungskor-
per K*/K . Dazu bilden wir den Polynomring R = K[(X )] mit einer Unbestimmten
X; fiir jedes irreduzible, monische f € K[X]. Es sei das Ideal I = (f(X;)) € R. Es
ist I # (1), denn sonst wire s = Z;":] gj((Xf))fj(ij )= 1. Im Zerfallungskorper L/K
haben die f;(X) die Nullstellen ;. Die Abbildung X; — a; und X; — 0 fiir f # f;
wiirde also s =1 in L auf Null abbilden. Also gibt es ein maximales Ideal m 2 [ in R
und es sei K = R/m. Alle Polynome g € K|[x] zerfallen in K*[x] in Linearfaktoren.
Man nenne nun K, = K und K; = K2 K. Iterativ bilde man dann K;,, = Kiu. Die
Vereinigung E =| J; K; ist algebraisch abgeschlossen und algebraisch iiber K. 0
Der so konstruierte E /K heilt algebraischer Abschluf$ von K. Wir schreiben E = K.

Separabilitéit Es sei E ein algebraisch abgeschlossener Korper iiber K.

Lemma 0.7. Fiir ein f € K[x] ist dquivalent

a) f hat keine mehrfachen Nullstellen in E..

b) f'(a)#0 fiir jede Nullstelle f(a)=0 mita € E.

o (f,f)=1)inK[x]

Man nennt ein solches f dann separabel als Polynom in K[x]. Eina € L mit L/ K
heilt separabel iiber K, wenn f(x)=Irr(q, K, x) € K[x] separabel in K[x]ist. Dies
ist dquivalent zur Existenz eines beliebigen separablen g(x) € K[x] mit g(a) =
und zur Existenz eines separablen /i(x) € E[x] mit einer Erweiterung E/K und
h(x)= f(x)q(x)in E[x].

Ist ein Dreieck von Korpererweiterungen

g(x)

f(x)=g(x")

L—2 >E

N A

gegeben, in dem ¢ und 7 fix seien, so sei die Gesamtheit der méglichen o mit
Homg (L, E) bezeichnet. Ist M /L/K ein Kérperturm, so hat man fiir 7 : K — E
eine Bijektion

(4) o €Homg (M, E) —(y =0l  €Homg (L, E),3p eHom; ,(M, E))

Nennt man n; =[L: K]; = cardHomg . (L, E) fiir einen algebraisch abgeschlosse-
nen Korper E, so ist fiir eine elementare Kérpererweiterung n, =[K(a): K], < oo
mit dem schon weiter oben so benannten 7. Es ist dann auch

[K(2): K]=[K(a): K];[K(a): K];=n;n;=n
mit n; = p*, dem sogenannten Inseparabilititsgrad, der nur im Fall von Charakte-
ristik p ungleich 1 sein kann.
Sind im Kérperturm von (4) alle Erweiterungen elementar und ist E algebraisch
abgeschlossen, so haben alle Hom; , (M, E) dieselbe Kardinalitét (Lemma 0.6) und
es ist

5) [M:K]s:[M:L]s[L:K]s
(6) [M:K];=[M:L|;[L:K];
(7) [M:K]=[M:L]L:K]

Ebenso ist dann [M : K]; = Homg (M, E) unabhéngig von der Wahl von E und
7. Dies gilt also fiir jedes M /K endlich und damit kann die Entsprechung (4) auf
beliebige Korpertirme M /L/K angewandt werden und die Gleichungen (5), (6)
(und (7)) gelten dann ebenso.

Definition 0.4. Eine Korpererweiterung L/K heifst separabel wenn sie algebraisch
ist und jedes a € L iiber K separabel ist.

Lemma 0.8. Ein Element a € L mit L/K ist separabel, genau dann, wenn[K(a):
K]=[K(a): K]; ist. Es ist dann jedes € K (a) iiber K separabel.

Lemma 0.9. Ist L/K eine endliche Korpererweiterung, so ist L/ K separabel, wenn
[L:K]=[L: K], ist.
Benutze [L: K(a)],[K(a): K];=[L: K], und[L: K(a)][K(a): K]=[L:K].

Lemma 0.10. Ist L/K eine Korpererweiterung und o € L separabel tiber K und ist
LE/E eine Basiserweiterung mit E /K, so ist a auch separabel iiber E .

Ist ndmlich f(x)=1Irr(a, K, x) € K[x], sodal (f, f')=(1), soist g(x)=Irr(a, E, x) €
E[x] ein Teiler g | f in E[x] und daher ohne mehrfache Nullstellen in E.

Lemma 0.11. Sind a,,a, € L/K, separabel iiber K, so ist K(a;,a,)/K(a;)/K ein
separabler Korperturm und daher a; + a,,a, —,, @,y € L separabel iiber K .

Proposition 0.13. Separable Erweiterungen sind vertrdglich mit Kérpertiirmen
und Basiserweiterungen.
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